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4.4 指標

4.4.1 表現の直交性定理

位数 rの群Gの，既約なユニタリー表現は次の直交関係を満たす∑
g

D
(α)
ij (g)D

(β)
kl (g) =

r

dα
δikδjlδαβ (4.24)

ただし,dαは表現 αの次元.

証明の概要
M =

∑
g

Dα(g−1)BDβ(g) (4.25)

という行列を考える．ここに，Dα(g′)をかけると

Dα(g′)M =
∑
g

Dα(g′g−1)BDβ(g) =
∑
g

Dα(g′g−1)BDβ(gg′−1)Dβ(g′)

=
∑
g′′

Dα(g′′−1)BDβ(g′′)Dβ(g′) = MDβ(g′) (4.26)

よって，シューアの補題より α ̸= βならば，M はゼロ．Bは行列の１つの要素だけBik = 1で他
はゼロとする．すると

Mjl =
∑
g

Dα
ji(g

−1)Dβ
kl(g) = 0 (4.27)

一方，α = βならばシューアの補題よりM はBに依らずに単位行列に比例するはずなので

Mjl =
∑
g

Dα
ji(g

−1)Dα
kl(g) = cδjl (4.28)

ここで，トレースを取る．つまり l = jとして

左辺 =
∑
j

Mjj =
∑
g,j

Dα
kj(g)D

α(g−1) =
∑
g

Dα(e)kl = rδkl (4.29)

一方
右辺 = c

∑
j

δjj = cdα (4.30)

よって c = r
dα
δklである．これらの結果とDがユニタリー表現であることから問題の関係式が得

られる．

4.4.2 指標

指標� �
χα(g) = Tr{Dα(g)}を表現Dαの指標と呼ぶ．� �
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1. 指標は同じ類の元では同じ値をとる．traceの性質より

Tr{Dα(aga−1)} = Tr{Dα(a)Dα(g)Dα(a)−1} = Tr{Dα(g)}. (4.31)

このような関数を類関数と呼ぶ．

2. 既約表現の指標は直交する．位数 rの群Gの指標は

∑
g

χα∗(g)χβ(g) = rδαβ (4.32)

(4.24)より明らか．また指標が class functionなので，類（class）[ci]の代表元を ci
とすると次のようにも書くことができる．

nc∑
i=1

riχ
α∗(ci)χ

β(ci) = rδαβ (4.33)

3. 表現の指標を知っていれば，可約表現にどのような既約表現が含まれているかがわ
かる．ある可約表現があって，それについて指標の直交性をつかうと∑

g

χα∗(g)χ(g) =
nc∑
i=1

riχ
α∗(ci)(

∑
β∈R

χβ(ci)) = rnα (4.34)

nαは，可約表現の中に現れる既約表現の数．

4.4.3 C3vの指標

前節で構成したC3vの表現を使ってC3vの既約表現の指標を計算することができる．

1. １次元表現A1（自明な１次元表現）の指標は，全ての元 g ∈ C3vに関して10これを
χA1(g)と書く:

χA1(g) = Tr{DA1(g)} = 1 (4.35)

である.

2. もうひとつの１次元表現は，対称群として見た時に偶変換に 1奇変換に−1を与え
る１次元表現でその指標を χA2と書くと，その値は類の代表元に対して

χA2(e) = 1, χA2(c3) = 1, χA2(σi) = −1 (4.36)

である．

3. 前節で得られた２次元表現DEの指標 χEは

χE(e) = 2, χE(c3) = −1, χE(σi) = 0 (4.37)

である．
10１次元の指標では，1× 1行列のトレースを取ることになるが，結局表現そのものである．
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これらの指標は表に与えてある．表から，それぞれの指標は直交していることが簡単
に読み取れるだろう．たとえば，χEと χA2は∑

n(ci)χ
E(ci)χ

A2(ci) = 1 · (2 · 1) + 2(−1 · 1) + 3(0 · −1) = 0 (4.38)

さらに，自然な３次元の可約表現の指標を求めると，表現行列より

χ(3)(e) = 3, χ(3)(c3) = 0, χ(3)(σi) = 1 (4.39)

これも表に与えてある．
C3vの指標の表� �
C3vの既約表現，自明な表現A1，偶奇性による表現A2，2次元表現Eの指標の表，お
よび例で挙げた 3次元可約表現の指標：

g\指標 χA1(g) χA2(g) χE(g) χ(3)(g)
e 1 1 2 3
c3 1 1 −1 0
c−1
3 1 1 −1 0
σ1 1 −1 0 1
σ2 1 −1 0 1
σ3 1 −1 0 1

(4.40)

� �
4.4.4 指標の２乗和と既約分解

既約表現の指標の２乗の和
∑

g χ
α(g) = 6になっている．また χ(3)の２乗の和をとると

32 + 2 · 0 + 3 · 12 = 12 = 2 · rと位数 rの２倍になっている．これは，χ(3)は可約表現で，
既約分解すると 2個の既約表現に分解できることを意味している．
一般にある表現D(g) = ⊕qαDα(g)のように分解しているとするとその指標は χ(g) =∑
qαχα(g)で与えられる．ここで，qαは表現Dに現れる既約表現 αの縮退度である．す

ると，指標の２乗の和に関して次のことが成り立つ：
指標の２乗和に関する定理� �
ある表現Dの指標 χ(g)の２乗和は群の位数 rに比例し，既約分解に現れる αの多重
度を qαとすると ∑

g

|χ(g)|2 = r
∑
α

(qα)2 (4.41)

� �
∑
g

|χ(g)|2 =
∑
g

|
∑
α

qαχα(g)|2 =
∑
g

∑
α,β

qαqβχ∗α(g)χβ(g) = r
∑
α,β

qαqβδαβ (4.42)

よって，関係式を得ることができた11．

11注意：つまり，C3v に関して言えば
∑

α(q
α)2 = 2なので，縮退数 qαが１で，２個の異なる既約表現が

ある．縮退数が大きな時は必ずしも一通りに決まらない場合がある．例えば 22 = 12 × 4
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4.5 正則表現

すべての既約表現を作りだす方法．

1. 正則表現を
D

(R)
ij (g) ≡ δ(gigg

−1
j ) (4.43)

で定義する．ただし，δ(e) = 1のデルタ関数．

2. 表現であること

[D(R)(g)D(R)(g′)]ij =
∑
k

δ(gigg
−1
k )δ(gkg

′g−1
j ) (4.44)

このとき，右辺がゼロにならない gkは

gk = gig , g−1
k = g′g−1

j (4.45)

が同時に成り立つとき．つまり，

gigg
′g−1
j = e (4.46)

の時．これが唯一であることは，積の一意性から明らか．よって

[D(g)D(g′)]ij = D(gg′)ij (4.47)

が成り立つ．

3. 正則表現の既約分解：

正則表現の指標
χ(R)(g) = rδ(g) (4.48)

よって

χ(R)(e) = r , χ(R)(else) = 0 (4.49)

一方，正則表現を既約表現に分解したとき，qαを既約表現Dαの縮退数として．

D(R) =
∑

qαD(α) (4.50)

とすると，指標の直交性を使って

qα =
1

r

∑
g

χ(R)(g)χα(g) = χα(e) = dα (4.51)

と書ける．つまり，
�� ��正則表現は既約表現をその次数と同じ回数だけ含んでいる．
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4. 既約分解のトレースをとることで，

Tr{D(R)} =
∑

dαTr{D(α)} ⇒ χ(R)(g) =
∑

dαχα(g) (4.52)

よって,g = eとすると次の関係が成り立つ：

群の位数と既約表現� �
既約表現の次数の２乗和が群の位数 rに等しい．つまり

r =
∑

d2α (4.53)� �
例えばC3v, dα = 2, 1, 1 よって r = 4 + 1 + 1 = 6である．

4.6 指標の第２種直交性

1. Theorem 指標の第２種直交性 : 群Gの指標 χα，類をCiその代表元を ciとすると∑
α

χα(ci)χ
α(cj) = δij

r

ri
(4.54)

ただし，riは類の元の数で和はすべての既約表現についてとる．

2. 証明 Ci =
∑
ck ck ∈ [ci] ciはCiの代表元．

gCi = Cig (4.55)

なので，ある表現をとると

D(α)(g)D(α)(Ci) = D(α)(Ci)D
(α)(g) (4.56)

よって，
D(α)(Ci) = λ1dα (4.57)

よって,代表元を ci ∈ Ciとして両辺のトレースをとると

χα(Ci) = riχ
α(ci) = λdα where ci ∈ Ci, dα = Tr{1dα} (4.58)

よって λについて解いて ()代入すると

D(α)(Ci) =
ri
dα
χα(ci)1dα (4.59)

類演算子の積の関係から

Dα(Ci)D
α(Cj) =

∑
ckijD

α(Ck) (4.60)

よって
rirj
d2α

χα(ci)χ
α(cj) =

∑
k

ckij
rk
dα
χα(ck) (4.61)
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既約表現について和をとると

rirj
∑
α

χα(ci)χ
α(cj) =

∑
α

∑
k

ckijrk(dαχ
α(ck)) =

∑
k

ckijrkχ
R(ck) = c1ijrkχ

R(e) = rrkδij

(4.62)
ここで，カッコ内の和

∑
α dαχ

α = χ(R)を使った．また最後の変形は，正則表現は
χ(R)(e) = 1のみが値を持つことを使った．よって，定理が成り立つ．

まとめ� �
ncを類の数，nrを既約表現の数とすると．

(a) 指標の第１種直交性

nc∑
i

riχα(ci)χ
β(ci) = rδαβ (4.63)

よって，χα(ci)は nr個の互いに直交する nc次元ベクトル．

(b) 指標の第２種直交性
nr∑
α

χα(ci)χ
α(cj) =

r

ri
δij (4.64)

よって，χα(ci)は nc個の互いに直交する nr次元ベクトル．

(c) よって nc = nr：既約表現の数は類の数に等しい．

(d) すべての既約表現について，その表現の次数の２乗の和は位数に等しい

nr∑
α

d2α = r (4.65)

� �
4.7 積表現とクレプシュ・ゴルダン係数

量子力学などにおける応用では，波動関数がある表現空間のベクトルになる．その時，２
つの状態にある粒子の衝突などを考えると，表現ベクトルの積をとる必要が出てくる．こ
こでは，そのような場合に必要な群論的手法を紹介する．

1. 積表現

二つの表現が α, βが ai と bjというそれぞれ dαと dβ次元の基底ベクトルの変換と
して

ĝai =
∑
j

ajD
α(g)ji , ĝbk =

∑
l

ajD
β(g)lk (4.66)

と定義されているとする．このとき，２つのベクトルの積（テンソル積という）は
d = dαdβ次元の表現になっている．

ĝ(aibk) = (ĝaiĝbk) = (ajbl)D
α(g)jiD

β(g)lk (4.67)
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2. この積表現も，既約表現で分解できるはずである．既約表現の基底ベクトルを eαi と
呼ぶと

eγk =
∑
ij

aibj⟨α, i; β, j|γ, k⟩ (4.68)

この係数をクレプシュ・ゴルダン係数と呼ぶ．

3. 逆行列は ∑
γ̃k

eγ̃k⟨γ̃, k|α, i; β, j⟩ = aibj (4.69)

ただし，γ̃ は同一の表現が複数回出てくることもあることをしめす．


