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問題 (p32参照)

磁場中の荷電粒子� �
z軸方向で大きさがBの一様磁場中の荷電粒子の運動を考える．粒子の質量をm,電荷を eと
し，x-y平面内の運動のみを考えその座標を x1, x2とする．この時ベクトルポテンシャルは

Ai =
B

2
ϵijx

j (1)

で与えられるa．ここで ϵij は反対称テンソル ϵ12 = −ϵ21 = 1である．

1. ラグランジアンを求めよ．

2. ハミルトニアンを求めよ．

3. 共役運動量を piとし，

Πi = pi −
1

2
mωϵijx

j (2)

と定義する．xi および pi と Πi のポアッソン括弧を求めよ．さらに，正準方程式を求
めよ．

4. ポアッソン括弧 {Πi,Πj}を求め，Πiに関する正準方程式からΠiがそれぞれ単振動をし
ていることを示せ．

5. 運動方程式の解を求め，粒子が円運動していることを示せ．

6. 円運動の中心座標Xiを xiとΠiを用いて表せ．

7. 前問の中心の座標が保存量であることを示せ．

8. さらに，x2方向に一定電場 Eをかけた．この系のハミルトニアンを求め，中心座標が
どのような動きをするか求めよ．

9. 中心座標間のポアッソン括弧を求めよ．
a以下では和の記号

∑
を省略して，この式の j のように添え字が繰り返して現れるときは，その和を取ると約

束する．� �
解答

1. 荷電粒子のラグランジアンにこのベクトルポテンシャルを代入すると1，一様磁場中の荷電
粒子のラグランジアン

L =
1

2
m

∑
i

(ẋi)2 − 1

2
mω

∑
i,j

ϵijx
iẋj (5)

が得られる．ただし，ω=eB
m はサイクロトロン角速度．

1３次元では

A = (
1

2
Bx2,−1

2
Bx1, 0) (3)

である．そこで，ラグランジアンに現れる相互作用項は

ẋ ·A =
1

2
B(ẋ1x2 − ẋ2x1) = −1

2
Bϵijx

iẋj (4)

になる．
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2. 共役運動量は

pi =
∂L

∂ẋi
= m(ẋi +

1

2
ωϵijx

j) (6)

である．ハミルトニアンはこの共役運動量を使って

H =
∑

xipi − L = mẋi(ẋi +
1

2
ωϵijx

j)− [
1

2
m(ẋi)2 − 1

2
mωϵijx

iẋj ]

=
1

2

∑
i

(ẋi)2 =
1

2m

∑
i

(pi −
1

2
mωϵijx

j)2 (7)

よって，繰り返し現れる添え字に関する和の省略を復活させると

H =
1

2m

2∑
i=1

(pi −
1

2
mω

2∑
j=1

ϵijx
j)2 (8)

である．

3. Πiを使うと

H =
1

2m

∑
i

(Πi)
2 (9)

と書ける2．Πiと力学変数 xiおよび piとのポアッソン括弧は

{xi,Πj} = δij , (10)

{pi,Πj} = {pi, pj −
1

2
mωϵjkx

k}1
2
mωϵjkδ

k
i

= −1

2
mωϵij (11)

である．ハミルトニアンがΠiの２乗でかけているので，正準方程式はポアッソン括弧がラ
イプニッツ則を満たすことを使って

ẋi = {xi,H} =
1

2m

∑
k

{xi, (Πk)
2} =

1

m

∑
k

{xi,Πk}Πk =
1

m

∑
k

δikΠk

=
1

m
Πi (12)

同様に

ṗi = {pi, H} = −1

2
ω
∑
j

ϵijΠj (13)

4. Πi間のポアッソン括弧は

{Πi,Πk} = {pi −
1

2
mωϵijx

j , pk −
1

2
mωϵklx

l

= −1

2
mωϵkl{pi, xl} −

1

2
mωϵij{xj , pk}

= −mωϵik (14)

2Πi は粒子の速度に比例しており，ハミルトニアンは粒子の速さの２乗に比例している．つまり粒子の速さの２乗
はハミルトニアンとポアッソン括弧をとると 0 になるので保存量である．これは荷電粒子の速さが一定であることを
意味する．実は，一般に磁場が一様でなくても荷電粒子の速さが保存する．
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になる．よってΠiの時間発展は正準方程式より

Π̇i = {Πi,H} =
1

m

∑
k

{Πi,Πk}Πk = −ω
∑
k

ϵikΠk (15)

これをさらに時間微分すると，

Π̈i = −ω
∑
j

ϵijΠ̇j = ω2
∑
j,k

ϵijϵjkΠk = −ω2Πi (16)

よって，Πiはそれぞれ角速度 ωで単振動している．

5. ẋi =
1
mΠiであることから，

ẍi =
1

m
Π̇i = −ωϵikΠk (17)

となるので，z = x1 + ix2 とすると，上記の運動方程式は

z̈ = iωż (18)

という簡単な形になる．この一般解は ż = Aeiωtなので,さらに積分すると

z =
A

iω
eiωt + C (19)

である．A,Cはそれぞれ複素定数である．元の座標に戻すためにA = iωReiδ,C = C1+ iC2

とすると一般解として

x1 = R cos(ωt+ δ) + C1 , x2 = R sin(ωt+ δ) + C2 (20)

を得る．解より粒子は等速円運動をしていて，Rは円運動の半径，δとCi はそれぞれ回転の
位相と中心の座標を表す．これは荷電粒子のサイクロトロン運動 (cyclotron motion)であり，
ω
2π = eB

2πm はサイクロトロン周波数 (cyclotron frequency)とよばれ，粒子の速度は v = ωR
で与えられる．

6. 円運動
z = Rei(ωt+δ) + C (21)

の中心座標は

C = z − 1

iω
z (22)

で与えられる．そこで，一般に xiが与えられたときの中心座標は

Xi = xi − 1

ω
ϵij ẋj (23)

である．Πiの定義を使うと

Xi = xi − 1

mω
ϵijΠj (24)

が中心座標である．
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7. 中心座標とΠiのポアッソン括弧を求めると

{Xi,Πj} = {xi,Πj} −
1

mω
ϵik{Πk,Πj}

= δij −
1

mω
ϵik(−mω)ϵkj = 0 (25)

ハミルトニアンはΠiの２乗なので

Ẋi = {Xi, H} = 0 (26)

つまり，円運動の中心座標は運動の保存量であることが分かる．

8. x2方向の一定電場Eを与えるポテンシャルは ϕ = −eEx2である．ハミルトニアンは

H =
1

2m

∑
i

(Πi)
2 + ϕ (27)

である．この時，{Xi,Πj} = 0なので

Ẋi = {Xi,H} = {Xi, ϕ} = {Xi,−eEx2} =
−eE

mω
ϵij{Πj , x

2}

=
eE

mω
ϵi2 (28)

よって

Ẋ1 =
eE

mω
=

E

B
, Ẋ2 = 0 (29)

つまり，回転の中心は速さ E
B で x1方向に等速直線運動をする．

9.

{Xi, Xj} = {xi − 1

mω
ϵikΠk, x

j − 1

mω
ϵjlΠl}

= {xi, xj} − 1

mω
(ϵik{Πk, x

j}+ ϵjl{xi,Πl}) +
1

m2ω2
ϵikϵjl{Πk,Πl}

= − 1

mω
(−ϵij + ϵji) +

1

m2ω2
ϵikϵjl(−mω)ϵkl

=
2

mω
ϵij + (−mω)

1

m2ω2
ϵij

=
1

mω
ϵij =

1

eB
ϵij (30)

babababababababababababababababababababab

サイクロトロン運動を正準理論を用いて解析する問題である．一様電磁場の下の粒子の運
動は基本的に円運動であり，それぞれの座標方向に単振動をしていることが分かる．量子
力学でランダウ準位を求めるときに，似たような解析方法を使うことができる．


